
Ann. Glob. Anelys ls  end Geometry 
Vo l .  1. No. 2 (1983). 105-118 

CONSTRUCTION DES APPLICATIONS HARMONIQUES NON RIGIDES 

D'UN TORE DANS LA SPHERE 

G~bor T6th 

Le but de l ' a r t i c l e  present est l'~tude des d~formations harmoniques g~o- 

d~siques, f d'un tore dans la sphere avec la densit~ d'~nergie 1/2 . Nous 

montrons que tout l es d~formations harmoniques sont isom~triques, c'est-~-dire 

que l 'appl ication f est r igide, si et seulement si f est totalement g~od~- 

sique. De plus nous calculons les espaces de d~formations harmoniques pour la 

3-sph~reo 

I. Introduction 

Un th~or~me r~cent de T. Sunada [ 7] affirme que si f , f '  : M - M' sont des 

applications harmoniques homotopiques d'une vari~t~ riemannienne M compacte 

dans une vari~t~ riemannienne M' complete, localement sym~trique ~ courbure 

riemannienne non positive, les applications ~,~' : B -  M' induites entre des 

rev~tements universels sont di f ferent d'une isom~trie de ~' . Comme l 'un ic i t~  

de Hartman n'a pas lieu dans le cas oO M' a courbure riemannienne non n~gative 

[3] ,  les applications harmoniques ne sont pas rigides au sens susmentionn~. Ce- 

pendant en ut i l isant  une d~scription d'isom~tries infinit~simales du ~ Ao Lich- 

nerowicz [6 ] ,  nous avons d~montr~ dans [9] que les submersions riemanniennes 

f :  M -  S n sur la sphere unit~ sont local ement rigides, c'est-~-dire que si v 

est une d~formation harmonique de f i l  existe un group ~ un param~tre d' iso- 

m~tries (~t) tel que ft=~t o f pour tout tE R (voir aussi Proposition 2 

plus bas). 

L 'object i f  principal de l ' a r t i c l e  present est l'~tude de tout les d~forma- 
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tions harmoniques des applications harmoniques f :  T 2-S n du tore plat dans S n, 

n ~ 3 , avec la densit~ d'~nergie e(f) = I/2 . I I e n  r~sulte, que nous pouvons 

construir une famille ~ un param~tre d'appli~ations harmoniques f t :  T2- Sn 

te l le  que f t  est localement rigide si et seulement si t ~ ~/2 Z . 

Le travail [2] forme l a base principale de cette ar t ic le .  Nous appliquons 

les conventions des signes util is~es dans [5]~ En concernant certaines construc- 

tions employees nous nous referons aux travaux 18] et [9] .  

Je tiens ~ remercier Monsieur J. Eells qui m'a donn~ de nombreux conseils 

pendant l'~laboration de ce travail° 

2. Pr~liminaires 

Soit M une vari~t~ riemannienne compacte, orient~e, de dimension m , de 

tenseur m~trique ( , ) et soit f:M~S n , n~2 , une application de la classe 

C ~ dans ]a sphere unit~ SncR n+l munie de la m~trique c~nonique. Un champ de 

vecteurs vEC ® (fm(T(Sn))) le long de f d~f in i t  une d~formation (g~od~sique) 

t ~ f t =  exp o (t v) , tE R , de l~application f . On peut d~crire cette d~forma- 

tion en ut i l isant  des tenseurs sur M 

suivante [8], [9]o 

Nous consid~rons le fibr~ vectoriel 

Sur F t existe une connection naturelle 

valeurs dans fm(T(Sn)) par la m~thode 

F t = ( f t )~ (T(Sn)) induit par f t  " 

V t d~duite de la connection riemanni- 

enne de S n . La m~trique euclidienne de S n d~f in i t  au moyen de f t  une m~t- 

rique <, )t sur les fibres de F t et v t est riemannienne par rapport 
' t '  ' < ' )t Si t '  ,t"E R i l  existe une isomorphisme canonique T~,, = ~t" [v] :F t - F t'' 

d~fini par le transport parallel le long deslg~od~siques t~- f t (x  ) , 

tEL t '  , t"] (ou [ t " ,  t ' ]  ) , xEM . Pour simplif ier les notations ]e produit 

: ~ * ~ t '  t '  F t ®A'~(T='=(H)) F t ~A (T:(M)) sera not~ par Tt,, et tensoriel Tt,, [V} ® id: - -  

t '  nous omettons 0 dans f o '  To ' etc. En ut i l isant  l'~quation de Jacobi pour 

la d~formation t~ - . f t  nous obtenons que pour la 1-forme Pv(t) = 
t = T ( f t )  ~ ~ C~(F ® T*(M)) ~ valeurs dans F , 

(='~) Pv(t) = <f + t dv, v v v >  v , ~ > ~ + cos(tDvll)(f -< f , ~ '  IlVll I~ i  " )  + 

+sin(tlvllflv! (dv -( dv, ~ ) v  ~ v  ) 
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(si v x=0 nous posons P (t} = f ,  + t,dv en xeM ) o0 
v 

t iat ion ext~rieure de F Q A~(T*(M)} . {nsuite, pour tout 

l ' ident i t~  

d est la diff~ren- 

wEC~(F) , on a 

t t 
(**) (T t o v t o-Ti~}w - vw = ( f Pv(S)ds,w ) v - (v,w) f Pv(S}ds 

0 0 

(voir I8} ). 

Un champ de vecteurs v le long de f est appel~ une d~formation harmo- 

nique si l 'appl ication f t  = expo (tv): M--+S n est harmonique pour tout tE R 

{2].  En ut i l isant  le calcul expl ici te de la tension T(ft) = trace v t ( f t )  * au 

moyen de l ' ident i t~  (*m), nous obtenons un caract~risation alg~brique des d~- 

formations harmoniques par la proposition suivante [ 9I. 

Proposition 1. Soit f :  M---~S n une application harmonique. Un champ de vec- 

teurs v le long de f est une d~formation harmonique si et seulement si 

Hv| = consto et v v~r i f ie:  

U 2 v 2 ( i)  trace {( f ,  ,v ) f , }  - trace I f ,  v = v , 

( i i )  trace < f , , d v )  = 0 . 

Les solutions de l'~quation (i) qui forment un espace vectoriel J(f) de dimen- 

sion f in i  sont appel~es des champs de Jacobi le long de f [2]o Nous d~signons 

par K(f) le sous-espace vectoriel de J(f) d~fini par les solutions des ~qua- 

tions ( i)  et ( i i ) .  

Proposition 2. Soit f :  M---~S n une application harmonique. Si Xeso(n+1) est 

une isom~trie infinit~simale de S n on a Xo f e K ( f )  . Inversement, si 

f :  M--~S n est une submersion harmonique riemannienne et ve K(f) est projec- 

table, c'est-G-dire que f(x) = f ( x ' )  implique Vx=Vx. , x ,x 'eM , on a 

v = X of o9 XEso(n+l) 

D~monstration. D~signons par (mt) le groupe ~ une param~tre d'isom~tries indu- 

i t  par Xeso(n+l) . Comme l 'application mt ° f : M-'~sn est harmonique pour 

tout teR on a ~-~ (~t °f)t=0 = X of e j ( f )  [2) et si {e 1 , . . . ,e~cT x (M) 

est une base orthonormale en ~EM on voit 

m 
trace (f... ,v(X of) )x = • <f:'~ (e i ) '  v i (X of) ) 

i=I e 
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m 

= Z ( f , ( e i ) ,  v X ) = 0 , 
i :1 f , (e  i ) 

[5| (le champ X est une isom~trie infinit~simale si et seulement si ( . , vX>  

est antisym~trique), c'est-~-dire X of E K(f) . 

La d~monstration de l 'aff i rmation inverse peut se trouver dans [ 9| (Th~o- 

r~me 2)° 

Nous remarqu6ns que par la derni~re proposition on a K(idsn)=So(n+1 ) , en 

part icul ier dim K( idsn ) = P - ~  
Proposition 2 nous sugg~re l ' introduct ion de la d~finit ion suivante. 

Une application harmonique f : M-+S n est appel~e infinit~simQlement 

rigide si pour tout champ.de vecteurs projectable veK(f)  i l  existe une iso- 

m~trie infinit~simale XEso(n+l) te l le  que v = X of . D'apr~s la Proposition 

2 toute submersion harmonique riemannienne est infinit~simalement rigide. 

Proposition 3. Si le plongement harmonique f : M-+S n ~st infinit~simalement 

rigide on a 

dim K(f) ~ 

D~monstration. D~finissons l 'appl ication l in~aire ¢:so(n+1)--*C ~ (F) par 

¢(X) = X o f,X E so(n+1) . Selon la Proposition 2 l'image de ¢ est contenue 

dans K(f) . Comme f est infinit~simalement rigide on a im ¢ = K(f) et la 

preuve est termin~e. 

Ren~qu~. Car les composantes conne.xeg de Zero(X) des champs isom~tries i n f i -  

nit~simales X sont des sousvari~t~s totalement g~od~siques, on peut ~crire 

dans l ' in~gal i t~ le signe = justement si f est pleine, c'est-~-dire i l  

n'existe pas une sous-vari~t~ propre totalement g~od~sique de S n qui contien- 

drait im f . 

Soit f:M--+S n une application harmonique. Nous d~signons par V(f)cK(f) 

l'ensemble des d~formations harmoniques de f , c'est-~-dire que nous posons 

V ( f )  = {vE K(f )  )mvB : const. } 

~videmment R V( f )cV( f )  mais V(f) n'est pas forc~ment un sous-espace vecto- 

r iel  de K(f) . (Voir le th~or~me ci-dessous.) Soit {Lk ) ~EA} l'ensemble de 
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sous-espaces vectoriels maximals contenus dans V(f) . Ainsi G(f} = 

={K(f)}u u { n  L } est ordonn~ partiellement par inclusion (avec l'EIEment 
rcA -~ r  Y 

maximal {K(f)} ) . G(f) est appel~ le t r e i l l i s  g~om~trique de f . II est 

c la i r  que la fonction dim: G(f)--,Z+ est croissante. 

L'application harmonique f:M---,S n est localement rigide si pour toute 

d~fomations harmoniques projectables v de f i l  existe un groupe. (~t) 

un param~tre d' iso,~tr ies de S n (induit par une isom~trie infinit~simale 

XE so(n+1)) tel que f t  = exp o(tv)= mt ° f  ' tE R . Vu Ia Proposition 2 toute 

submersion harmonique riemannienne est localement rigide. On entrevoit  faci le-  

ment la proposition suivante: 

Proposition 4. Soit f:M--~S n un plongement local ement rigide. Si span V(f~= 

=K(f) l 'appl ication f est infinitEsimalement rigide. 

Nous ~noncons: 

Th~ore'me. II existe un plongement harmonique f:T 2, ,S n n k 3 , tel que f 

n'est ni infinit~simalement ni localement rigide et la densit~ d'Energie e(f)= 

=1/2 trace I f  12 est  1/2 o Plus pr~cis~ment, si f:T2--+S n , n >= 3 , est une 

application harmonique, e(f) = I/2 , les propri~t~s suivantes sont Equivalentes: 

( i )  f est infinit~simalement rigide, 

( i i )  f est localement rigide, 

( i i i )  rank f ~ 1 , 

(iv) f est totalement gEodEsique. 

De plus, si n=3 , les t r e i l l i s  gEomEtriques de f:T 2 ,S 3 sont de la forme 

9 

G(f) 3 

i 

si rank f <= 1 , et de la forme 
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G(f) 

7 

3 

0 

si max rank f = 2 , o0 les entiers sont de valeurs de la fonction 

d im:G( f )~Z+ . En tout cas (n=3) on a span V( f )=K( f ) . .  

Remarque. Si ve V(f) on a e(exp o( tv ) )=e( f )  pour tout tE R [ 9]  . 

3. D~monstration du th~or~me 

Soit f :  T2--~S 3 , n ~ 3 , une appl icat ion harmonique. En d~signant par 

: T2---+R n+1 la composition de f avec l ' i n c l u s i o n  canonique SncR n+1 on a 

[2] 

AT + 2 e(f)  ~ = 0 . 

Si e ( f ) : l / 2  nous obtenons que les composantes ~i:T2--~R, i :1 . . . . .  n+1 , de 

sont des fonctions propres du laplacien sur T 2 , c 'es t -6-d i re  [ i ]  q u ' i l s  exis- 

tent de vecteurs a,b,c,deR n+l te ls  que 

~(m,v) = a cosm+ b s i n ~ +  c c o s ~ +  d s i n v ,  0 < : ~ , v <  2 .  , 

o0 m et ~ sont les param~tres canoniques du tore T 2 . Comme J~i 2 : 1 sur 

T 2 , un calcul fac i le  montre que les vecteurs a,b,c,dER n+1 sont mutuelment 

orthogonaux v~r i f ian ts  les r~lat ions 



l a l  = ! b l ,  I c l  : I d l  

TC)TH 
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En posant la! = cos t et Ic~ : sin t , 0 ~ t ~x/2 , i l  existe une isom~trie 

gEO(n+1) t e l l e  que g(a) = cos t e I , g(b) = cos t e 2 , g(c) = sin t e 4 et 

g(d) = sin t e 3 , o~ {e I . . . . .  e 4}CR4CR n+l est la base canonique. I l  en d~- 

coule que nous nous pouvons l im i t~  ~ l '  ~tude des appl icat ions harmoniques 

f t :  T2--~sn d~f in is  par 

f t  (~,Y)=cos t cosine I + cos t s inwe 2 + sin t s inYe 3 + sin t cosYe 4 , 

0 <= m,Y < 2, , 

oO 0 ~ t < ~/2 . On vo i t  facilement que, pour O< t<~ /2  , f t :T2--~S n est un 

plongement harmonique non totalement g~od~sique et,  pour t=O , x /2, f t :T2--+sn , 

est une submersion riemannienne totalement g~od~sique sur un cercle pr incipal  de 

S n , en pa r t i cu l i e r  ( i i i ) = , ( i v ) .  

D~s lors la d~monstration est divis~e en deux pa~ties: 

1. Rigidi t~ in f in i t~s imale  et locale de f t :  T2--+sn ' t=O , ~/2 , et la d~ter- 

mination de G(ft)  dans le cas n=3 . 

2. Non r i g i d i t ~  de f t :  T2--~sn ' O< t<  ~/2 et la d~termination de G(f t)  dais 

le cas n=3 . 

1.. Sans resteindre la g~n~ralit~ i l  s u f f i t  d '~tudier le cas t=O . Alors 

fo=p o i , oO p:T2--~S 1 est la projection canonique, p(m,Y)=m , 0 ~ m,Y<2x , 

et i:S1--+S n est l ' i n c l us i on  canonique, i(~)=(cos m, sin m, 0 . . . . .  O)ES n c 

c R n+l . Soit  W ° le champ des vecteurs unit~s tangents ~ l'image de i et 

soi t  {W I ,  . . . .  W n-l}  le syst~me des sections paral leles du f ibr~ vector iel  nor- 

mal ~ i d~fini~ par le syst~me .{e 3,. . . . .  en+2} c R n+1 orthonormal des vecteurs 

de base canoniques. En posant w I = W1op , i=O . . . . .  n-1 , si vEC ® (F) , 

(T(Sn)) , on a la d~composition orthogonale F = fo 

n-1 
v = E ~i wi ' 

i=O 

o9 ~i ' i=1 . . . . .  n-1 , sont scalaires sur T 2 . En tenant compte de la d~ f in i t i on  

de K(fo) un calcul f ac i l e  montre que vEK(fo) si et seulement si 
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~o const° et v2 ~i + : i  = 0 , i=1, . . ° ,n-1 , 

oO v admet la d~composition ci-dessus. Ainsi ,  si veK(fo)  on a 

n-1 
o 

v(m,v) -- eo w(m,v) + ~. (Pi sin9 
i=1 

+ qi cosm + r i sin 

i 
+ s i cosy - k J)w'm,~ , 0 <= m,v < 2~ 

• o0 ~o'Pi 'qi ' r i  ' s i E R  , i=1 . . . . .  n-1 , en par t i cu l ie r  dim K(fo)=4(n-1)+l . Si 

vEK(fo) est projectable on a ri=si=0 , i=1 . . . . .  n-1 . La matrice 

A = 

- 0 -~ o 

~o 0 

ql Pl 

qn-1 Pn-l" 

-ql  " ' "  "qn-1 

"Pl °°" "Pn-1 

E so(n+1) 

est une isom~trie inf in i t~s imale,  yE so(n-l)  ~tant a rb i t ra i re  en ce moment, et 

en ident i f ian t  les vecteurs tangents ~ SncR n+l par leur transports paral le ls 

l ' o r i g i ne ,  nous d~duisons pour x=(cos~, s i n ~ ,  0 . . . . .  0)ES 1 , 0~__m<2x : 

A x = A x : (-~o sin~ , ~o cos~ , Pl sin m + ql cos m . . . . .  

Pn-1 sin m + qn-1 costa) = v(m,v) ° 

Alors l 'appl icat ion fo:T2--~S n est infinit~simalement r ig ide.  

Si, de plus, vEV(fo) nous obtenons par un calcul fac i le  que (p,q)  = 0 

et Wpn 2 = lql 2 oO P=(Pl . . . . .  Pn-1 ) et q=(ql . . . . .  qn_1 ) , i . e .  la premiere 

et la deuxi~me colonnes de A sont orthogonaux avec la m~me norme. Selon un r~- 

sul tat  de 110] (Th~or~me 2) i l  existe une yE so(n-l) t e l l e  que la r~lat ion 

A2x=-|vM 2 x est valable pour chaque x E S I c s  n , autrement d i t  la courbe int~g- 
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rale t,--~exp(At)x , tE R , d' isom~trie in f in i t~s imale  A est une gEodEsique 

de S n . Nous pouvons dEduire que exp o( tv )  = ~t ° f o  ' tE R , o9 (~t) est le 

est le groupe des isom~tries indu i t  par AEso(n+1) , i . e .  l ' app l i ca t i on  

fo:T2---~S n est localement r ig ide.  Nous d~terminons G(fo) en le cas n=3 . On 

sa i t  que dim K(fo)=9 et vEK(fo) si et seulement si 

v = ~o w° + ~I wl + ~2 w2 ' 

o9 ~o = const, et 

~i (~'v) = Pi s ine + qi cos~ + r i s inv  + s i cos~ , 

0<_- ~,V< 2~ , p i , q i , r i , s i E R  , i=1,2. De plus, vEV(fo)  si et seulement 

si 

r ls I + r2s2 = r~ + r ~ -  s~ -  s~ = 0 

et soi t  p1=P2=ql=q2=0 so i t  rl=r2=s1=s2=0 . On en d~duit 

V(fo)=span{v°,vl,v2} u span{v°,v3,v 4} u span{v°,v5,v b} u span{v°,v7v 8} , 

o~ v°=w 0 et 

v ! = sin ~ w I + cos ~ w 2 , 

v 2 =-cos ~ w I + sin ~ w 2 , 

v 3 = sin ~ w I - cos ~ w 2 , 

v 4 =-cos ~ w I - sin ~ w 2 , 

v 5 = sin V w I + cos ~ w 2 , 

v 6 =-cos v w I + sin v w 2 , 

v 7 = sin ~ w I - cos ~ w 2 , 

v 6 =-cos ~ w I - sin v w 2 . 

En pa r t i cu l i e r  le t r e i ] l i s  g~om~trique de ] 'app l i ca t ion  fo: T2--+S3 est de la 

forme d~crite plus haut et on obt ient aisEment que span V(fo}=K(foJ , ce qui 
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termine la d%monstration de la premiere partie. 

2o Nous consid~rons d'abord le cas n=3 ~ La forme expl ici te ci-dessus de 

~t montre que ft=exp o( t  v 5) . Choisissons une base orthonormale de champs de 

vecteurs le long de f t  par 

u ° = ~t Iv51(v °) , u I = ~t [v5](v 5) , u 2 = Tt[v5](v 6) o 

Par suite, tout champ de vecteurs veC ~ (F t) admet la d~composition orthogo- 

nale 

v : Bo u° + BI ul + B2 u2 , 

o9 So ' ~i ' B2 sont scalaires sur 

dans [91 on sait que u°,u l ,u2eV(f t )  

de la Proposition 1 s '~cr i t  

T 2 o D'apr~s la d~monstration du Lemme 4 

• En supposant veK i f t )  l'~quation (i) 

(V 2 So)V° (V 2 Sl)V 5 + (V 2 S2)v 6 + 2 trace {(T t oV t + o~t ) 

v ° @ d S ° + (T t oV t o~t)V 5 @ d 8 1 + ( t oVt oTt)V6 ~ d ~2 } = 0 , 

l t' 
o~ T~,, = Tt,,l V51 D~signons par E l - ~ et E 2 = 

teurs associ~s au syst~me de cordonn~es canoniques de 

(¢:m) o n  a 

les champs de vec- BY 

T 2 . D'apr~s l ' i den t i t~  

( t oVt oTt)vO ~ d S o 
t 

= ( f P 5(s)ds,v°) v 5 ~ S o , 
O V 

o0 P 5(s) = cos s f + sin s dv 5 (*) et ainsi 
V 

- trace {(T t oV t oTt)v° @ d S o } = sin t E1(Bo)V 5 

Nous obtenons de la m~me faGon les r~lations 

trace {(T t oV t oTt)v 5 ~ d B 1 } = -sin t EI(B1)v ° - cos t E2(B1)v 6 , 

trace {(T t oV t oTt)v6 ® d B2 } = cos t E2(B2)v 5 , 
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c 'es t -E-d i re  vEC~(F t )  est un champ de Jacobi de long de f t  si et seulement 

si 6o ' 81 ' 82 v~r i f ien t :  

( I)  V 2 8 o - 2 sin t El(B1 ) = 0 , 

(2) v 2 B I + 2 sin t Ei(8o ) + 2 cos t E2(82 ) = 0 , 

(3) V Z B2-2cos t E2(B1 ) = 0 . 

Deuxi~mement, ] '~quation ( i i )  de la Proposition i s '~c r i t  

0 = trace ( ( f t )  m ,dr) =trace<P 5( t ) ,v°  ~ d Bo + v5 ~ d 81 + v 6 ® d 82) = 
v 

= cos t Ei(8o ) - sin t E2(82 ) . 

On en conclut que vEK( f t )  si et seulement si Bo " 81 et 82 v~r i f ien t  

( i ) - (3 )  et 

(4) cos t EI(8o ) = sin t E2(82 ) . 

Notre but prochain est le calcul de ]a solution g~n~rale du syst~me (1)-(4) dans 

le cas O < t < , / 2  . La substitution 

B ° = sin t Yo ' 

81 = YI ' 

B 2 = cos t Y2 

r~duit le syst~me ( i ) - (4)  ~ la forme 

(1') V2 Yo - 2 El(y1 ) : 0 , 

(2') ~2 YI + 2 El(yo) = 0 , 

(3 ')  92 Y2 - 2 E2(y1) = 0 , 
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(4') E1(yo) = E2(y2 ) . 

En appliquant les champs de vecteurs 

tenons 

v2E2(yo ) - 2 EIE2(yI ) 

v2E1(y2 ) - 2 EIE2(yI) 

E 2 et E 1 ~ (1') et (3') resp. nous oh- 

= 0 ,  

= 0 , 

Ainsi v2(E2(yo) - El(y2 )-) = 0 , i .e. la fonction E2(yo ) - El(y2 ) est harmo- 

nique sur T2; E2(yo)-E1(y2)=eo=COnSt . De plus, les ~quations ( I ' )  et (4') mon- 

trent 

2 El(y1) = v 2 Yo = EIEI(yo) + E2E2(yo) = 2 EIE2(y2) , 

c'est-~-dire E1(E2(y2)-Y1) = 0 . On obtient de la m~me faGon, en ut i l isant  

(3') et (4') ,  E2(El(yo)-Yl) = 0 . Ainsi E2(Y2)-Y1 = E1(yo)-Y1 = A o = const. 
et le syst~me (1 ')-(4 ' )  se r~duit ~ la forme: 

V2 YI + 2(YI+ Ao) = 0 , 

EI(yo ) = E2(y2 ) = Y1 + Ao ' 

E2(yo) = El(y2 ) + e o • 

La premiere ~quation d i t  que YI + Ao est une fonction propre du laplacien sur 
T 2 i .e. { i ]  

yl(~,v) = a sin(~+~) + b sin(~-~) + c cos(~+v) + 

+ d cos (~-v) - A o , 0 ~_ ~,~ < 2~ 

oC[ a,b,c,dER . En ut i l isant  la deuxi~me et la troisi~me ~quations, un calcul 

facile montre: 
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yo(~,I) = -a cos(~+v) - b cos(w-v) + c sin(~+v) + d sin(~-v) + B o , 

y2(~,v) = -a cos(~+v) + b cos(w-v) + c sin(~+v) - d sin(w-v) + C O , 

o9 B o , CoE R . Par cons~quant dim K(ft) = 7 et G part i r  de ]a Proposition 3 

on peut d~duire que ft:T2---~S 3 n'est pas infinit~simalement rigide pour 

O< t<  ~/2 . Pour determiner V(ft) nous devons s~lectionner parmi les solu- 

tions Yo ' YI ' Y2 qui satisfont ~ la relation 

2 + B~ + B~ = sin2t y2o + y~ + cos2t y~ = const. I v l  2 = B o 

On obtient aisEment que si v~ K(ft) est une d1~formation harmonique nous avons 

(a2+c 2 ) (b-A ° ) = (a2+c 2 ) (d-A ° ) = ( b2+d 2 ) (a-A o ) = ( b2+d 2 ) (c-A o ) =0 . 

Uti l isant cette formule une discussion simple des cas possibles montre que 

V(ft)=span {u°,ul,u 2} u span {u3,u4,u 5} u span {u6,u7,u 8} , 

o9 u ° , u I , u 2 sont comme les fonctions d~finies plus haut et 

u 3 = -sin t sin(w-v)u°-cos(~-v)u I + cos t sin(~-v)u 2 , 

u 4 = -sin t cos(w-v)u°+ sin(+-v)u I + cos t cos(~-v)u 2 , 

u 5 = cos t u ° + sin t u 2 , 

u 6 = -sin t sin(w+v)u 0 - cos(~+v)u I - cos t sin(w+v)u 2 , 

u 7 = -sin t cos(w+v)u ° + sin(w+v)u I - cos t cos(w+v)u 2 , 

u 8 = cos t u ° - sin t u 2 ° 

En part icul ier,  le t r e i l l i s  g~om~trique de l 'appl icat ion ft:T2--.S 3 pour 

O<t<n/2 est de la forme donn~e dans le thEor~me et l 'on trouve facilement que 

span V(ft)=K(ft) . Comme f t : T ~ S 3  est un plongement non infinit~simalement 

rigide pour O < t < t / 2  , ]a Proposition 4 montre que f t  est non localement 
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rigide. Par un calcul plus d~taillb on peut ~tablir qu' i l  n'existe pas d' iso- 

m~trie infinitbsimale X sur S 3 tel le que u2=X ° f t  ° (Nous remarquons que 

le champ de vecteurs u 2 le long de f l  n'est autre qu'une section unit~e du 

fibr~ vectoriel normal au plongement f~:T2--~S 3 .) 

Enfin, dans le cas gbn~ral n ~ 3 , d~finissons u 2 comme aupravant. S' i l  

existe une isom~trie infinit~simale X o sur S n tel le que Xo ° f t  = u2 ' la 

projection X de X o sur S3cS n est de nouveau une isombtrie infinit~simale 

[4] et, comme im fc  S 3 e t  u 2 est tangent ~ S 3 , nous constatons que 

X ° f t  = u2 ; c'est une contradiction, 
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