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CONSTRUCTION DES APPLICATIONS HARMONIQUES NON RIGIDES
D'UN TORE DANS LA SPHERE

Gabor Toth

Le but de 1'article présent est 1'2tude des deformations harmoniques géo-
désiques . f d'un tore dans la sphére avec la densité d'énergie 1/2 . Nous
montrons que tout les déformations harmoniques sont isométriques, c'est-d-dire
que 1'application f est rigide, si et seulement si f est totalement géodé-
sique. De plus nous calculons les espaces de déformations harmoniques pour la
3-sphére.

1. Introduction

Un theoréme récent de T. Sunada [7] affirme que si f,f' : M - M' sont des
applications harmoniques homotopiques d'une variété riemannienne M compacte
dans une variété riemannienne M' complete, localement symétrique & courbure
riemannienne non positive, les applications ¥,f' : M- M' induites entre des
revétements universels sont différent d'une isométrie de M' . Comme 1'unicité
de Hartman n'a pas lieu dans le cas o0 M' a courbure riemannienne non négative
[3], les applications harmoniques ne sont pas rigides au sens susmentionné. Ce-
pendant en utilisant une déscription d'isométries infinitésimales du & A. Lich-
nerowicz [ 6] , nous avons démontré dans [ 9] que les submersions riemanniennes
f: M~S" surla sphére unité sont localement rigides, c'est-da-dire que si v
est une déformation harmonique de f i1 existe un group & un paramétre d'iso-
métries (ot) tel que ft=cpt o f pour tout t€R (voir aussi Proposition 2
plus bas).

L'objectif principal de 1'article présent est 1'etude de tout les déforma-



106 TOTH
tions harmoniques des applications harmoniques f: Tz-osn du tore plat dans S".
n2 3, avec la densité d'energie e(f) = 1/2 . 11 en résu]té, que nous pouvons
construir une famille & un paramétre d'applications harmoniques ft: T2-~Sn
telle que ft est localement rigide si et seulement si t & /2 Z .

Le travail [2] forme la base principale de cette article. Nous appliquons
les conventions des signes utilisées dans [ 5] . En concernant certaines construc-
tions employtes nous nous referons aux travaux [8] et [9].

Je tiens & remercier Monsieur J. Eells qui m'a donné de nombreux conseils
pendant 1'&laboration de ce travail.

2. Prtliminaires

Soit M une varigté riemannienne compacte, orientée, de dimension m , de
tenseur métrique ¢, et soit f:M-s" , n22 , une application de Ié classe
C> dans la sphére unitt S"c Rn+1 munie de la m&trique canonique. Un champ de
vecteurs veC® (FH(T(S"))) 1le long de f d&finit une déformation (géodésique)
t»—ft,= expo(t v) , teER , de 1'application f . On peut décrire cette déforma-
tion en utilisant des tenseurs sur M & valeurs dans f*(T(S")) par la méthode
suivante [ 8],(9].

Nous considérons le fibré vectoriel F' = (ft)* (T(s")) induit par fy -
Sur Ft existe une connection naturelle vt déduite de la connection riemanni-
enne de S" . La métrique euclidienne de in définit au moyen de ft une mét-

rique ¢, )t sur les fibres de Ft et Vv

est riemannienne par rapport &
] ] 1
¢ ,>t . Si t',t"éR 11 existe une isomorphisme canonique TE..= rE..[v]:Ft -F
défini par le transport parallel le long des géodésiques tv—ft(x) .

teft',t"l (ou [t",t'l) , xEM . Pour simplifier les notations le produit

t"

. ] . : * 3 u 2 '= . .
tensoriel TEH[V] ® id: Ft ®A (T’(M))—-o-Ft QICRT’(M)) sera noté par TEH et
nous omettons 0 dans fo . T; , etc. En utilisant 1'gquation de Jacobi pour
la déformation t~—.ft nous obtenons que pour la 1-forme Pv(t) =
= ¢t (ft)ﬁ € C*(F @ T*(M)) & valeurs dans F , ’

¥ = LA A - V.,V
(%) Pv(t) (f* + t dv, Vi ) TR cos(tHvH)(f* ( f* TR i )+

sin(thivl) _ v v
A 7 LR 1 17
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(si Ve = 0 nous posons Pv(t) = f* +tdv en x€EM ) od d est la différen-
tiation extérieure de F @ A*(T*(M)) . Ensuite, pour tout weC>(F) , on a
1'identite

t t
(%*) (rt o vt o TTy)W - WW =« / Pv(s)ds,w Y ov = Lv,w) Pv(s)ds
0 0

(voir [8]).

Un champ de vecteurs v 1le long de f est appel@ une déformation harmo-
nique si 1‘*application ft = expe (tv): M—S" est harmonique pour tout teR
[2]. En utilisant le calcul explicite de la tension r(ft) = trace vt(ft)* , au
moyen de 1'identit® (#%), nous obtenons un caract®risation algébrique des d&-
formations harmoniques par la proposition suivante [9].

Proposition 1. Soit f: M—s"  une application harmonique. Un champ de vec-
teurs v le long de f est une déformation harmonique si et seulement si

Ivi = const. et v vérifie:

(i) trace {« f* v f 1 - trace lf*ll2 v = vé v,

(i1} trace( f*, dv)=10 .

Les solutions de 1'tquation (i) qui forment un espace vectoriel J(f) de dimen-
sion fini sont appeltes des champs de Jacobi le long de f [2]. Nous désignons
par K(f) 1le sous-espace vectoriel de J(f) d&fini par les solutions des &qua-
tions (i) et (ii).

Proposition 2. Soit f: M—S" une application harmonique. Si X€ so(n+l) est
une isométrie infinitdsimale de S" on a Xe fEK(f) . Inversement, si

f: M—S" est une submersion harmonique riemannienne et v€ K(f) est projec-
table, c’est-d-dire que f(x) = f(x') implique ViZVar s X,x'EM , on a
v=Xef ol X€sc(ntl) .

~

Démonstration. Désignons par (wt) le groupe § une paramétre d'isométries indu-
it par X€so(n+l) . Comme 1'application 94 of : M—S" est harmonique pour
tout t€R ona f% (wt of)t=0 f Xof € J(f) [2] et si {el,...,em}CTx M)

est une base orthonormale en ;e M on voit

3

trace (f, ,v(Xef)) = T (f.(e'), v, (Xef)) =
® i=1 7 e
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3

[5] (1e champ X est une isométrie infinitésimale si et seulement si ¢ VXD
est antisymétrique), c'est-3-dire X of € K(f) .

La démonstration de 1'affirmation inverse peut se trouver dans [ 9] (Théo-
réme 2). .

Nous remarquéns que par ia derniére proposition on a K(idsn)=so(n+1) » €N

. . . . _ n{n+l
particulier dim K( 1dsn ) = _L?__l

Proposition 2 nous suggére 1'introduction de la d&finition suivante.

Une application harmonique f : M—S" est appelée infinitésimalement
rigide si pour tout champ.de vecteurs projectable ve€K(f) i1 existe une iso-
métrie infinitésimale X€so(n+l) telle que v = Xef . D'aprés 1a Proposition
2 toute submersion harmonique riemannienne est infinitésimalement rigide.

Proposition 3. Si le plongement harmonique f : M—S" ést infinitésimalement
rigide on a

dim K(f) < "_(Jz‘*_ll

Démonstration. Définissons 1'application linéaire &:so(n+l)—C>® (F) par
¢(X) = X of,X € so{n+l) . Selon la Proposition 2 1'image de ¢ est contenue
dans K(f) . Comme f est infinitésimalement rigide ona im ¢ = K(f) et la
preuve est terminée.

Remarque. Car les composantes connexes de Zero(X) des champs isométries infi-
nitésimales X sont des sousvariétés totalement géodésiques, on peut &crire
dans 1'ingégalité le signe = justement si f est pleine, c'est-d-dire il
n'existe pas une sous-varieté propre totalement géodésique de s" qui contien-
drait im f .

Soit f:M—S" une application harmonique. Nous désignons par V{f)CK{f)
1'ensemble des déformations harmoniques de f , c'est-d-dire que nous posons

V(f) = {veK(f) javi = const. }

Evidemment R V(f)cV(f) mais V(f) n'est pas forcément un sous-espace vecto-
riel de K(f) . (Voir le theoréme ci-dessous.) Soit {Lx | €A} 1'ensemblie de
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sous-espaces vectoriels maximals contenus dans V(f) . Ainsi G(f) =

={K(f)}Ju v {n L } est ordonné partiellement par inclusion (avec 1'&ltment
rca yer Y

maximal {K(f)} )} . G(f) est appelé le treillis gBomktrique de f . Il est
clair que la fonction dim: G(f)——Z, est croissante.

L'application harmonique f:M—S" est localement rigide si pour toute
d&formations harmoniques projectables v de f i1 existe un groupe (mt) a
un paramétre d'isométries de s" (induit par une isomBtrie infinitésimale
X€so(n+tl)) tel que fy = exp e (tv)= 9y of , t€R . Vu la Proposition 2 toute
submersion harmonique riemannienne est localement rigide. On entrevoit. facile-
ment la proposition suivante:

Proposition 4. Soit f:M—s" un plongement localement rigide. Si span V(f)=
=K(f) 1'application f est infinitésimalement rigide.

Nous &noncons:

Théoréme. 11 existe un plongement harmonique f:Tz-—-»Sn n2 3, tel que f
n'‘est ni infinitésimalement ni Tocalement rigide et la densit® d'énergie e(f)=
=1/2 trace If*l2 ‘est 1/2 . Plus précisément, si f:Tz——-»Sn , 23, est une
application harmonique, e(f) = 1/2 , les proprigtés suivantes sont &quivalentes:
(i) f est infinitésimalement rigide,

(i) f est lTocalement rigide,

(iii) rank £ $1,

(iv) f est totalement géodésique.

De plus, si n=3 , les treillis géométriques de f:Tz——-»S3 sont de la forme

G(f) 3

si rank f <1, et de 1a forme



si max rank f = 2 , o0 les entiers sont de valeurs de la fonction
dim:G(f)—1Z, . En tout cas (n=3) ona span V(f)=K(f)..

Remarque. Si VEV(f) on a e(expe(tv))=e(f) pour tout te€R (9.

3. Démonstration du théoréme

Soit f: T2—~-»S3 , N2 3, une application harmonique. En désignant par

f: T‘———»Rn+1 la composition de f avec 1'inclusion canonique s"c Rn+1 on a

af+2ef)f=0.

Si e(f)=l/2 nous obtenons que 1es composantes F1:T2——+R, i=l,...,ntl , de F
sont des fonctions propres du laplacien sur T2 , c'est-d-dire [1] qu'ils exis-

n+l

tent de vecteurs a,b,c,d€R tels que

fo,¥) =acose+ b sing+ ccosv+dsiny, 0°¢Sgq,¥<2n ,

od ¢ et ¥ sont les paramétres canoniques du tore T2 . Comme E?IZ =1 sur

n+l

T2 , un calcul facile montre que les vecteurs a,b,c,deR sont mutueliment

orthogonaux vérifiants les rélations
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lal = ibl, Ict = tdl et Ial2 + Icn2 =1.

En posant lal = cos t et Icl =sint, O <t <x/2, il existe une isométrie
g€ 0(n+1) telle que g(a) =cos t e » g(b) = cos t e, » g(c) =sint e, et

. 4 _ n+l
g(d) = sin t es ol {€),..., g} CR'CR

coule que nous nous pouvons limité & 1' &tude des applications harmoniques

. 12
ft' T

est la base canonique. I1 en d&-
—s" definis par

?t(w,W)=cos t cosg e + cos t sing e, + sint sinwe3 + sin t cosy € »

0§®,W<2n,

od 0St< /2. On voit facilement que, pour 0<t<n/2 , ft:Tz—-—+Sn est un
plongement harmonique non totalement géoddsique et, pour t=0 , n/2,ft:T2-—+S" .
est une submersion riemannienne totalement géod®sique sur un cercle principal de
s" , en particulier (iii) = (iv).

Dés lors la démonstration est diviske en deux parties:
1. Rigidité infinitésimale et locale de ft: T2——-»Sn , t=0 , n/2 , et la déter-
mination de G(ft) dans le cas n=3 . ]
2. Non rigidité de ft: T2-—+Sn » 0<t<a/2 et la détermination de G(ft) dans
le cas n=3 .

1. Sans resteindre la géngralit® il suffit d'etudier le cas t=0 . Alors
fo=p oi , ol p:T2 1 est la projection canonique, p(p,¥)=¢ , 0 < g,¥<2x ,

—-}S
et i:slsn est 1'inclusion canonique, i(9)=(cos ¢, sin g, 0,...,0)€ " c
c Rn+1
soit {wl,.,.,w"’l} le systéme des sections paralleles du fibré vectoriel nor-
mal & i deéfini par le systéme {e3 seees € 0} C Rn+1 orthonormal des vecteurs
de base canoniques. En posant w' = N‘op , i=0,..., n-1 , si vecC>® (F) ,

. Soit W 1le champ des vecteurs unités tangents 4 1'image de i et

F = fg (T(Sn)) » on a la décomposition orthogonale

n- .

1 i

v = a: W,
i=0

ol @ i=l,...,n-1 , sont scalaires sur T2 . En tenant compte de la définition
de K(fo) un calcul facile montre que ve€ K(fo) si et seulement si
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u0'= const. et v2 a; + oy = 0, i=1,...,n-1,

ol v admet la décomposition ci-dessus. Ainsi, si v€ K(fo) on a

n-1
0 . .
= + . SN + q. COS +r. ny +
Y(e,¥) T %0 M(o,y) ¥ T, (Pi Sine *ajcose +ry s

+s, cosﬂ')wz 0<g,¥<2n,

Waw) ’

ol a5 aP; 5055 Ty s S4€ R, i=1,...,n-1 , en particulier dim K(f0)=4(n-l)+1 . Si
VE K(fo) est projectable on a ri=si=0 , i=l,...,n~1 . La matrice

B - - T
0 - 93 -+ a1
ag 0 Py cer "Ppel
9 P1 .
A= € so(n+1)
Y
-1 Po-1

est une isométrie infinitésimale, Y€ so(n-1) ®tant arbitraire en ce moment, et
en identifiant Tes vecteurs tangents & s"c Rn+1 par leur transports parallels
d 1'origine, nous daduisons pour x=(cos¢, sing, 0,...,0}€ S1 , 0%p<2n

A =AXx = (-a_sing, &) COSq, Py sing + 9y COSg,5...s

0

Pn-1 sing + Up.1 €OS O )= V(¢,w) .

Alors 1'application fO:TZ——+Sn est infinitésimalement rigide.

Si, de plus, V€ V(fo) nous obtenons par un calcul facile que {(p,q)> =10
et Ilpﬂ2 = Iql2 ol p=(p1,..., pn-l) et q=(ql,..., qn-l) , i.e. la premiére
et la deuxiéme colonnes de A sont orthogonaux avec 1a méme norme. Selon un ré-
sultat de {10) (Theoréme 2) i1 existe une Y€ so(n-1) telle que la rélation

A2x=-lv!2 x est valable pour chaque xe€ Slc s" , autrement dit la courbe intég-
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rale t—sexp(At)x , tER , d'isométrie infinitésimale A est une gtodésique
de S" . Nous pouvons déduire que exp e (tv) = 9¢ ofo , teER , ol (wt) est le
est le groupe des isombétries induit par A€ so(n+l) , i.e. 1'application
fO:TZ——->Sn est localement rigide. Nous dé&terminons G(fo)‘ en le cas n=3 . On
sait que dim K(fo)=9 et ve K(fo) si et seulement si

v = ao w° + al wl + az w2 »

ot a, = const. et

ai(w,w) = P; sing + q; Cosg +r, siny + s; cos¥ ,

0S o, ¥<2x, Pi»0ys ;s S;€ER, i=1,2. De plus, vEV(f)) si et seulement
si

P97 * Polp = p% + pg - Q§ - qs 0o,

2.2 2 2
1t -51-%

n
o

rlsl + PZSZ r

et soit p1=p2=q1=q2=0 soit r1=r2=sl=52=0 . On en d&duit

V(fo)=span{v°,v1,v2} V) span{vo,v3,v4} v span{vo,vs,vs} v span{vo,v7v8] ,

od vP=w® et

vl = sin ¢ w1 + cos ¢ w2 s
v2 =-C0S ¢ w1 + sin ¢ wz .
v3 =sing wl - COS ¢ w2 .
v4 =-C0S ¢ wl - sin g w2 s
v5 = sin ¥ w1 +cos ¥ w2 .
v6 ==cos ¥ w1 + sin ¥ wz R
v7 = sin ¥ wl - cos ¥ w2 ,
v8 =-cos ¥ wl - sin y w2 .

En particulier le treillis g8ométrique de 1'application fO: Tz--os3 est de la

forme décrite plus haut et on obtient aisBment que span V(f°)=K(fo) , ce qui
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termine la démonstration de la premiére partie.

2. Nous considérons d'abord le cas n=3 . La forme explicite ci-dessus de
?t
vecteurs le long de ft‘ par

montre que ft=exp °(t vs) . Choisissons une base orthonormale de champs de

o 1 2

u- = rtlvsl(V°) , U = rtlvsl(vs) y U = rt[vsl(vs) .

Par suite, tout champ de vecteurs vec(C® (Ft) admet la décomposition orthogo-
nale

N e} 1 2
V= BoUT + ByuT + BouT

od By »

dans [ 9] on sait que wu

81 s B sont scalaires sur T2 . D'aprés la démonstration du Lemme 4

°,u1,u2€ V(ft) . En supposant ve€ K(ft) 1'2quation (i)

de la Proposition 1 s'&crit

2 t

(v 8 VO + (v2 8 )v5 + (v2 8 )v6 + 2 trace {(rt oV o1, )
0 1 2 t
5
Veds + («fevter v eda + (tevter W ade, ) =0,

tl
tll
teurs associés au systéme de cordonnges canoniques de T

ot .5 - 1 _ » 2 _ 3
= tyul vVl . Désignons par E° = 3 et E° = v

2

ou T les champs de vec-

. Drapreés 1'identite
(**) on a

t 5

o
va(s)ds,v Y vT @ By

(«t oy stV @d B8 =

O *— ct

od P 5(s) =cos s f +sins dv5

v

(%) et ainsi

- trace {(rt -Vt ort)v0 @d 80 } =sint El(so)v5 .

Nous obtenons de la méme fagon les rélations

trace {(rt vvt ort)v5 ®d 8y } = -sin t El(el)v0 - cos t Ez(sl)v6 s

t

trace {(v ovt ort)v6 @d 82 } cos t Ez(sz)v5 .
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c'est-3-dire ve€ C”(Ft) est un champ de Jacobi de long de ft si et seulement
si B, Bl s By verifient:

0
(1) veg -2sintEls) =0,
0
(2) v g, + 2 sin t E}(g ) + 2 cos t E¥(8,) = 0 ,
(3) v 8,-2cos t EX(8)) = 0 .

Deuxiémement, 1'équation (ii) de la Proposition 1 s'&crit
) 5 6
0 = trace ((fy), »dv) =trace¢ va(t),v @d BtV @ dg,+v @dB,)=

_ 1 e 2
=cos ttE (80) sin t E (82) .

On en conclut que V€ K(ft) si et seulement si By » 81 et 8, vérifient
(1)-(3) et

(4) cos t El(Bo) = sin t EZ(BZ) .

Notre but prochain est le calcul de la solution générale du systéme (1)-(4) dans
le cas 0O<t<n/2 . La substitution

BO=S1nt Yo o
81=Y19
8, =

, = COst vy,

réduit le systéme (1)-(4) & la forme

(1') Vv, - 28y =0,
(2") Vo2l =0,
(3') oy, -2y =0,
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(4") El(y,) = E2lyy)
En appliquant les champs de vecteurs E2 et E1 d (1') et (3') resp. nous ob-
tenons

Pl (y,) - 2 EP () = 0,

vel(y,) - 2 ElE3(y)) = 0 .

minsi VP(E%(yg) - E(vp)) = 0 , i.e. Ta fonction E(y ) - El(y,) est harmo-

rigue sur T2; Ez(yo)-El(yz)=eo=const . De plus, les equations (1') et (4') mon-
trent

2 M) = Py, = BNy, + EZER(yy) = 2 EYER(,)

c'est-a-dire El(Ez(yz)-yl) 0 . On obtient de la méme fagon, en utilisant
(3') et (4'), E2(E1(yo)-yl) 0 . Ainsi EZ(YZ)-y1 = El(yo)-y1 = A0 = const.
et le systéme (1')-(4') se réduit & 1a forme:

VZYI +2(Y1'+AO) =0,

Ellvg) = Elrp) = vy * A,

E2(Yo) El(Yz) te .

La premiére équation dit que Y+ A0 est une fonction propre du laplacien sur
2 .
75, i.e. [ 1]

yl(o,w) = a sin(¢+¥) + b sin(e-¥) + c cos{o+y) +
+ d cos (9-¥) - A0 » 0€o,¥<2n

ol a,b,c,deR . En utilisant 1a deuxidme et la troisiéme equations, un calcul
facile montre:
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Yo(9,¥) = -a cos(e+¥) - b cos(p-¥) + ¢ sin(g+¥) + d sin(e-¥) + B_ ,

-a cos(g+¥) + b cos(p-¥) + c sin(g+¥) - d sin(e-¥) + Co s

o(9,¥)
oJ Bo’ Coe R . Par conséquant dim K(ft) = 7 et & partir de la Proposition 3
on peut déduire que ft:TZ-—+s3 n'est pas infinitésimalement rigide pour

0<t<n/2 . Pour déterminer V(ft) nous devons sélectionner parmi les solu-
tions Yo Y10 Y2 qui satisfont & la relation

il - eﬁ + ef f eg = sinlt yg + yi + coslt y% = const.
On obtient aisément que si VvEK(f,) est une déformation harmonique nous avons
(32+c2)(b-Ao)=(a2+c2)(d-Ao)=(b2+d2)(a-Ao)=(b2+d2)(c-Ao)=0 .
Utilisant cette formule une discussion simple des cas possibles montre que

V(ft)=span{u°,u1,u2}L)span{u3,u4,u5}kJspan{us,u7,u8} ,

o u° . u1 s u2 sont comme les fonctions definies plus haut et

u3 = -sin t sin((p-w)uo-cos(q:-\r)u1 +cos t sin(o-\l')u2 .
u4 = -sin t cos(p-¥)u®+ sin(w-w)u1 +cost cos((p-v)u2 ,
W = cos t W+ sintul,

6 _ .. . o _~ 1 . 2
u’ = -sin t sin(g+¥)u” - cos(e+¥)u - cos t sin(e+¥)u” ,
7 _ . o R 1 2

u’ = -sin t cos(gt¥)u” + sin{g+¥)u” - cos t cos(e+¥)u” ,
8

w8 = cos t u° - sintul.

2 3

En particulier, le treillis gtomktrique de 1'application ft:T — S~ pour

0<t<n/2 est de la forme donnke dans le theoréme et 1'on trouve facilement que
span V(ft)=K(ft) . Comme ft:Tz—-»S3 est un plongement non infinitésimalement

rigide pour O<t<=/2 , la Proposition 4 montre que ft est non localement
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rigide. Par un calcul plus détaille on peut &tablir qu'il n'existe pas d'iso-
métrie infinitésimale X sur S3 telle que u2=X °ft . (Nous remarquons que
le champ de vecteurs u2 le long de ft n'est autre qu'une section unitée du
fibre vectoriel normal au plongement ft:Tz——-»S3 )

Enfin, dans le cas général n 2 3 , définissons u2 comme aupravant. S'il
existe une isométrie infinitésimale Xo sur S" telle que X0 °ft= u2 , 1a
projection X de Xo sur S3C s" est de nouveau une isometrie infinitésimale
[4] et, comme im fC S3 et u2 est tangent & S3 » nous constatons que

X °ft= u2 3 ¢'est une contradiction.
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