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Sur les espaces fibrés différentiables
munis des groupes de transformations de
Lie opérant transversalement aux fibres

par GABOR TOTH (Budapest)

SUMMARY - In this paper we study compact isometric Lie group actions
on a complete Riemannian manifold M with the property that the principal
isotropy types are of maximal rank. In case of orbits of uniform dimension we
obtain a complete ggeometric description of these actions by means of certain
fibering of M with totally geodesic fibres. In case of an Hadamard manifold
M we obtain a topological characterization for the existence of exceptional
orbits.

0. Introduction.

Soit M une variété riemannienne comp!éte et soit G un groupe
de Lie compact d'isométries de M tel que les groupes d’isotropie en
points d’orbites principales sont de rang maximum dans G. D’aprés un
théoréme récent de J. SzentHE, [8], les tranches locales en points
d’orbites principales sont uniques. En désignant pars S M le sous-espace
des points d’orbites singulitres, ces tranches locales définissent une
distribution D complétement intégrable sur M—S, c’est-d dire D est
la distribution normale aux orbites dans M —S.

Dans la premiére partie du présent article nous considérons le
cas S=. En ce cas le feuilletage défini par D est un espace fibré
différentiable & groupe structural fini.

Nous énongons le

THEOREME 1. Soit M une variété riemannienne compléte et G un
groupe de Lie compact d’isométries de M tel que les orbites de
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Paction de G sur M ont la méme dimension. Supposons que les groupes
d’isotropie en points d’orbites principales sont de rang maximum dans
G. Alors, il existe un sous-groupe fermé Hc G de rang maximum dans
G et il existe un espace fibré différentiable n: M — G/H vérifiant les
conditions suivantes:

(i) Les fibrés de n sont sous-variétés fermées, totalement
géodésiques dans M;

(i) Les orbites de l'action de G sur M son revétements finis
de G/H par n;

(iii) L’application n est équivariante o G opére sur G/H
canoniquement;

(iv) Le groupe structural de 'espace fibré n: M — G/H est fini;

(v) Il existe un revétement fini A: M—>M tel que la variété

M est difféomorphe au produit G (x) X (la fibre-type de ©) ot G (x)CM
est une orbite principale de 'action de G sur M;

(vi) Si la variété M est orientée la fibre-type de n est aussi
orientée.

Si la variété M est simplement connexe il en résulte que M est
difféomorphe au produit G (x) X (la fibre-type de =) et nous obtenons
ainsi un cas particulier d’une théoréme de CoNNER, [1].

Dans la deuxi®me partie nous supposons que M est une variété
riemannienne compléte, simplement connexe, & courbure sectionnelle
non positive. Il en résulte que S4=&. Sous cette condition nous
obtenons une caractérisation topologique pour l'existence des orbites
exceptionnelles formulée dans le théoréme suivant:

THEOREME 2. Soit M une variété riemannienne compléte, simple-
ment connexe, a courbure sectionnelle non positive et soit G un groupe
de Lie compact d’isométries de M tel que les groupes d’isotropie en
points d’orbites principales sont de rang maximum dans G. Alors,
pour qu’il existe une orbite exceptionnelle dans M, il faut et il suffit
que lensemble de Poincaré relatif mi (M—S, G (x)) soit non trivial oix
G (x) est une orbite principale dans M.

Si G est un groupe de Lie compact, semi-simple opérant sur
I'algtbre de Lie G de G par laction adjointe, il en résulte que le
sous-espace G —S est simplement connexe.
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1. Démonstration du Théoréme 1.

A cause de I’hypothése S=& la décomposition orthogonale
T.(M)=T.(G (x)) ® D (x), xe M, définit une distribution D invariante
par l'action de G sur M. Nous désignons par PCM le sous-espace
des points d’orbites principales. D’aprés un théoréme de SzenTHE, [8],
la tranche locale S en un point xeP est unique, T (S:)=D (x), et
S:CM est une sous-variété totalement géodésique. Ainsi, S; est une
variété intégrale de la distribution D, c’est-d-dire la restriction D |P
définit une distribution totalement géodésique sur P. Comme le sous-
espace PCM est dense dans M, en utilisant le théoréme de Frobenius,
nous obtenons que la distribution D est complétement intégrable sur
M. La distribution D' normale & D est engendrée par isométries
infinitésimales et ainsi, on voit facilement que la distribution D est
totalement géodésique sur M. Si nous désignons par L (x)cM la
feuille de D contenant le point xeé M nous obtenons que L (x) est une
sous-variété totalement géodésique dans M. Nous démontrons mainte-
nant que L (x) est fermée dans M. On peut supposer que Xx€P.
Considérons le fibré vectoriel N (x) normal & P'orbite G (x) et désignons
par & N (x)—>M la restriction exp|N (x). L'action de G sur M
définit une action linéaire de G sur N (x) telle que l’application
e: N (x)—> M est équivariante. Les orbites sur N (x) sont principales
parce que la fibre N.CN (x) en x est une tranche globale pour I’action
de G sur N(x). Si veN(x), ¢| G @): G()—> G (¢ @) est une
application de rang maximum, c’est-3-dire £| G (v) est un revétement
fini. D’aprés un théoréme de Hopr et SAMELSON, [4], il existe un
élément geG tel que I'isométrie g| G (x) a des points singuliers isolés
dans G (x). Choisissons un vecteur X€G tel que ExpX=g. Alors,

X définit des champs de vecteurs XeX (M) et XeX (N (%)) par I’action

de G sur M et sur N (x), respectivement, et la restriction X | G (x)
a des points singuliers isolés dans G (x). La caractéristique d’Euler-
Poincaré x (G (x)) de G (x) est positive, c’est-a-dire il y a un point
singulier isolé x’€G (x) de X | G (x). La fibre NN (x) est un com-

posant connexe de Zero (X) et a cause du fait que €| G (v): G (v) >
—> G (£ (), veN (x), sont revétements finis on voit facilement que

la feuille € (N-)=L (x’) est un composant connexe de Zero (5(). Ainsi,
[6], p. 60, la feuille L (x") est fermée et comme la distribution D est
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invariante par ’action de G sur M nous obtenons que la feuille L (x)
est aussi fermée.

Soit N=M/D et désignons par n: M — N l’application canonique.
Alors, N est un Ti-espace, l'application 7z est continue et ouverte, et G
opére sur N tel que w est une application équivariante. Soit xeM un
point fixé et considérons la restriction de l’action de G sur L (x)
7:GX L (x) = M. Ainsi, I’application tangente Txq,4: T (GXL (x))—>
—T, (M) est surjective et nous obtenons que le sous-espace G (L (x))cM
est ouvert dans M. D’autre part G (L (x))cM est fermé dans M,
c’est-a-dire G (L (x))=M. En particulier, le groupe de Lie G opere
transitevement sur N. Comme N est un Tr-espace les groupes l'isotropie
en points de N sont fermés. On voit que N=G (7 (x))=G/H ou
H=GC (DGx), c’est-d-dire N est un espace homogene et 1’application
n: M— G/H est différentiable. Soit yeL (x) un point fixé et consi-
dérons le sous-groupe H*={geG|g (€L (x)}=G. 1l en résulte que
G,CH’ et le groupe quotient H*/G, est fini, c’est-d-dire 1’ensemble
L (x) N G (x) est fini. Nous obtenons que la restriction z | G (x): G (x)—>
—> G/H est un revétement fini et ainsi ’application n: M — G/H est
une submersion. Considérons la sous-algébre de Lie GG de groupe
d’isotropie Gx» < G en n(x). Alors, il existe une sous-variété UC G, 1€U,
vérifiant (U™'-U) N Gen={1} et T1 (U) ® G=»=§, [3], p. 233. Ainsi,
V={g(x(x))eN|geU} est une voisinage ouverte du point = (x).
Définissons 1’application A: ! (V)=>V X L (x) par h(x)=(x (x"), g (x"))
ot xX’en-'(V) et geU véfifiant g~! (x)eL (x). On voit facilement que
h est un difféomorphisme et nous obtenons que 7: M — G/H est un
espace fibré différentiable jouissant des propriétés (i) - (iii). Nous
pouvons choisir H*/G, comme le groupe structural de 1’espace fibré
n: M~» G/H. Pour la démonstration de (v) soit G (x)cM une orbite
principale fixée et considérons le revétement fini = | G (x): G (x) = G/H.
Soit m: M —> G (x) l'image réciproque de l'espace fibré différentiable
n: M— G/H par l'application 7 |G (x). Le diagramme

M A M

T 14

66—
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étant commutatif nous obtenons que l'application A: M—> M est un
revétement fini. Définissons 1’ application p: M— G (x) X L (x) par
p(x,x)=,g(x")) ol xeG(x), x"eM, n(x)=n(x") et geG
vérifiant g (x)=x. On voit facilement que p est un difféomorphisme
et la propriété (v) est prouvée. Si la variété M est orientée la fibre-type
L (x)cM est aussi orientée parce qu’elle est un composante connexe

de Zero ()?) ot X est une isométrie infinitésimale, [6], p. 60.

REMARQUES 1. Si M est une variété compacte, d’aprés un théoréme
d’ EHRESMANN, [2], la construction de l’application k est superflue
comme 7#: M— G/H est une submersion.

2. Le fibré vectoriel normal & la feuille L (x) peut étre muni d’une
structure complexe, [6], p. 60. En particulier dim G (x) est paire. (On
peut la déduire de y (G (x))>0 aussi).

COROLLAIRE. Soit M une variété riemannienne compléte, simple-
ment connexe et soit G un groupe de Lie compact d’isométries de M
tel que les groupes d’isotropie en points d’orbites principales sont de
rang maximum dans G. Alors, si S=@ ils n’existent pas des orbites
exceptionnelles dans M.,

DEM. D’apres le théoréme précédent il existe un revétement fini
i M— M tel que A (¥, x")=x", (x', x")eM, = (x)=nr (x), ¥€G (%),
x"eM, o G (x) est une orbite principale fixée dans M. Le groupe
de Lie G opére sur M par g (¥, x")=(g (x), g (x")), (', x")eM, geG,
et ’application 1: M —> M est équivariante. Comme la variété M est
simplement connexe ’application A est un difféomorphisme, c’est-a-dire
il suffit de démontrer qu’ils n’existent pas des orbites exceptionnelles
dans M. Mais la sous-variété {x}XxL (x)CM est une tranche globale

pour l’action de groupe de Lie G sur M et ainsi chaque orbite est
principale.

2. Les orbites exceptionnelles dans une variété riemannienne 3 courbure
sectionnelle non positive.

Soit M une variété riemannienne compléte, simplement connexe &
courbure sectionnelle non positive et soit G un groupe de Lie compact
d’isométries de M. Choisissons une orbite principale fixée G (x)cM,
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x€M, et considérons le fibré vectorielle N (x) normal & la orbite G (x).
L’action de G sur M définit une action linéaire de G sur N (x) telle
que la restriction exp | N (x)=¢: N (x) - M est une application équi-
variante.

LEMME. Soit vEN (x) un vecteur fixé. Alors:

(1) G (¢ (v)) est une orbite singuliére & €| G (v): G (V)—>G(e(v))
est un espace fibré a fibre-type non discréte;

(2) G (¢ (@) est une orbite exceptionnelle ©e|G@) est un
revétement fini a fibre-type non connexe;

(3) G (e() est une orbite principale <&|G (v) est un
difféomorphisme.

Dfm. On peut supposer que € Nx. L'application €| G (v): G (v) >
— G (¢ (v)) est une submersion, c’est-a-dire elle définit un espace fibré
différentiable. D’ailleurs chaque orbite dans N (x) est principale et
ainsi nous avons obtenu (1). Supposons maintenant que £|G (v) est
un revétement fini & fibre-type non connexe. Ainsi il existe un vecteur
v’ eN+NG @), x’€G (x), vérifiant vv" et £ (@w)=¢@). A cause de
’hypothése sur la courbure expy: Tx(M)—> M est un difféomorphisme
et il en résulte que x=x’. Choisissons un élément geG tel que g« (v")=v.
Nous obtenons que g(x")=x,g¢G: et g€Geuy. Ainsi GyC G mais
Gy G.y. Supposons maintenant que G (& (v)) est une orbite principale.
Alors il existe un élément g’€ G vérifiant g’ G. g ~'=Guw, C’est-a-dire
G.,cg G, g, Go+g G, g ' et il y a une contradiction. Nous déduisons
que Porbite G (¢ (v)) est exceptionnelle. Le reste est évident.

REMARQUE. Si 9,0’ €N(x),e(v)=&(v") et 'orbite G(e(v)) est exception-
nelle les revétements finis £ | G (v) et £ |G (v") sont équivalents.

Pour la démonstration du Théoréme 2 supposons que les groupes
d’isotropie en points d’orbites principales de M sont de rang maximum
dans G.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Désignons par i: G (x) > M
I’ inclusion canonique. La suite homotopique exacte du couple
(M-S, G (x)) implique que m (M—S, G (x)) est trivial si et seule-
ment si iy: m (G (x)) => m (M —S) est un épimorphisme. Soit V'rCN (x)
la voisinage ouverte de la section zéro de N (x) telle que les points du
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bord de V'rcN (x) sont points focals de lorbite G (x), [9].

D’aprés un théoréme de SzenTHE, [9], la restriction £ | V's: V'r—>
—>M —S est un revétement, c’est-a-dire (¢ | V'r)s: m (V') > m (M —S)
est un monomorphisme. Supposons maintenant que i,: m (G (x)) >
—> m (M—S8) est surjective. Comme G (x)V's est un rétract de défor-
mation (¢| V’r), est un isomorphisme et nous obtenons que &|V'r:
V's—> M —S est un difféomorphisme. Chaque orbite est principale dans
N (x), c’est-a-dire ils n’existent pas des orbites exceptionnelles dans M.

Pour démontrer 1’assertion réciproque nous utilisons une méthode
de SzeNTHE. Supposons qu’ils n’existent pas des orbites exceptionnelles
dans M. Si €| V’r: V'F— M—S est un difféomorphisme nous obtenons
m (M—S8, G (x))=0. Supposons que € f V'r: V'r—> M—S est un revéte-
ment a fibré-type non connexe. Soit G (y), yéM, une orbite principale
telle que G ()G (x). Alors, ils existent »’€V'rN Ny, v”€V’FrN N,
v'+v"”, tels que & (v)=¢ (v”). Seulement deux cas sont possibles:

1. G@®)=G®@").

Dans ce cas €| G @"): G (@)= G (¢ (@) est un revétement fini 2
fibre-type non connexe et & cause du Lemme il y a une contradiction.

2. G@NFG @)

A cause de I’hypothése sur la courbure on voit que x’#x”. Soit un
élément geG tel que g (x)=x. Alors, G+ =G,=Gx- et &€ (Nx)=¢ (N,)=
=g (Ns). La restriction g|e(NoNV’) est un difféomorphisme de
€ (N N V’). En utilisant le théoréme de P. A. SMITH, comme & (N N V’F)
est difféomorphe a une boule, nous obtenons un point x€e (NN V'F)
fixe pour g. Ainsi G.CG;, et G;+G,,, c’est-a-dire G (x0) est une orbite
exceptionnelle et il y a une contradiction. Le Théoréme 2 est prouvé.

CoRrOLLAIRE. Sous les conditions imposées dans le Théoréme 2,
supposons que les groupes d’isotropie en points d’orbites principales
sont les tores maximals dans G. Alors, ils n’existent pas des orbites
exceptionnelles dans M si et seulement si le sous-espace M—S est
simplement connexe.

DEM. L’assertion est évidente parce que chaque orbite principale
est simplement connexe.

ExaMPLE. Soit G un groupe de Lie compact, semi-simple opérant
sur l'algtbre de Lie G de G par P'action adjointe. Alors, les groupes
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d’isotropie en points d’orbites principales sont les tores maximals dans
G et ils n’existent pas des orbites exceptionnelles dans G, [5]. Ainsi,
nous obtenons que le sous-espace G—S est simplement connexe.

Je voudrais remercier I'aide de M. le professeur SZENTHE et ses
conseils pendant I’élaboration de ce travail.
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